Correction du DST n°5

21/02/26
Exercice 1
1. Pourtouta:%(),e :17 = ¢ —1.
x x
e’ —1 e —eY N . . -
Or = 0 On reconnait le taux d’accroissement entre 0 et = de la fonction exp. Comme exp est dérivable en
r acz_ eO

1 = ! = = 1_
0 on a alclg}) o exp’(0) = exp(0)

s o e —x—1
On en déduit par somme de limites : | lim ——— =1—1=0.

x—0 x

2. La fonction  — e* —x — 1 est continue sur R comme somme de fonctions continues.

e’ —r—1
La fonction © — ————— est donc continue sur | — oo; 0[ et sur ]0; +00[ comme quotient de fonctions continues, dont
x

le dénominateur ne s’annule pas sur ces intervalles. Ainsi la restriction de g & chacun de ces intervalles est continue.

Enfin, lir% g(x) =1 = g(0) donc g est continue en 0.
z—
z#0

g est continue sur | — oo; 0[, sur ]0; +00[, et continue en 0 donc elle est continue sur R
w

3. Comme z = ofe®)etl = e*donconae*—x—1 ~ €% doncg(z) ~ — donc| lim g(z)= +oo|par
Tr—+00 r——+00 r—r+00 r——+oo I r——+00

croissance comparée.

—X

En —oco,onae* = zetl = zxzdonce®*—x—1 ~ —zxetdoncg(x) ~ — ~ —1. On en déduit que
Tr—r—00 r—— 00 r—r— 00 r—>—00 I T—>—0Q
lim g(z)=-1
r——00

4. (a) h est dérivable sur R comme produit et somme de fonctions dérivables sur R, et pour tout z € R :
h(z) =e" +we” —e" =ze”

Comme e > 0 pour tout réel z, h'(z) est du signe de x pour tout réel z d’on le tableau suivant :

x —00 0 —+00

(b) D’apres le tableau de variation précédent, h atteint son minimum en 0 et ce minimum vaut ~(0) = 0. Par ailleurs,
elle est strictement décroissante sur | — oo; 0] et strictement croissante sur ]0; +o0o[ donc strictement positive sur

ces intervalles., donc : ‘Vaj € R, h(z) > 0 avec égalité si et seulement si z =0

5. (a) x— x et x— e —x — 1 sont dérivables sur R et x — = ne s’annule pas sur R*.

g est dérivable sur ]0; +oo[ et sur | — oo; 0] comme quotient de fonctions dérivables sur ces intervalles et dont le
dénominateur ne s’annule pas.
(b) Pour tout = € R*,




donc ¢'(z) est strictement positif pour tout x € R*. g est donc strictement croissante sur | — oo; 0[ et sur ]0; 00|,
et comme elle est continue en 0 on peut en déduire qu’elle est strictement croissante sur | — oo; 0] et sur [0; +o0].

‘ g est donc strictement croissante sur R. ‘

6. g est continue sur R d’apres la question 1 et strictement croissante d’apres la question 5.b. De plus lim g(z) = —1
r——00

et lim g(x) =+4+ocodoncle€] lim g(z); lim g(z)[. Daprés un corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires
r—+00 r——00 r—+00

(ou d’apreés le théoréme de la bijection), ‘ léquation g(x) = 1 admet une unique solution sur R. ‘

Exercice 2

1. Comme 0+0—-0+0=0et 0—0—0=0, le vecteur nul (0,0,0,0) est dans F' donc .

Soient u = (z,y, z,t) et v = (2,9, 2/, t') deux vecteurs de F et soient A et p deux réels. On a :

Noudp-v=\x+ px’, Ny + py’, Az 4+ p2’ M+ pt’) € RY
et on a ensuite

Az +pa’) + Ay +py') — Az +p2) + M+ pt') =A@ +y —z+t) +p(d +y -2/ +1)
=0caru € F =0 carv € F

=0
et

Az +pa’) — Ay +py') — Az +p2) = XNz —y —2) +p(a’ —y' —2)

=0caru € F =0 carv e F

=0

‘donc)\-u—&—u-vEF.

‘ F est non vide et stable par combinaison linéaire donc c’est un sous-espace vectoriel de R* |.

2. Soit u e R*. On a :

u=(2,y,21)

u € F < 3J(x,y,2,1) € r+y—z+t=0

r—y—z2=0

—2y=0

u=(z,y,21)

— J(z,y,2,t) eERL, {x=2—1t

{u(az Y, 2, t)
— (2,9, 2,t) ER} {az+y—2+t=0
{yo

= Iz, t) eR*u= (2 —1,0,2,1)
— 3(z,t) e R*,u=2-(1,0,1,0) +¢-(—1,0,0,1)
— u e Vect ((1,0,1,0), (~1,0,0,1))

donc F' est engendré par la famille (( 1,0,1,0),(-1,0,0, 1)) De plus ces deux vecteurs sont non colinéaires donc forment

une famille libre, | ¢’est donc une base de F'. On a donc bien dim(F') = 2. ‘




3. Soit u € R*. On a :

= t
u€ H < 3(z,y,2,1) 6R4,{u (@,9,21)
T=2z

< 3y, z,t) R, u=(2,y,2,1)
«— J(y,2,t) e R, u=12-(1,0,1,0) +y - (0,1,0,0) +¢- (0,0,0,1)
<= u € Vect ((1,0,1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1))

donc la famille ((1,07 1,0),(0,1,0,0), (0,0,0,1)) est une famille génératrice de H. Montrons qu’elle est libre : soit
()\1, Aa, /\3) € R3 tel que
A1-(1,0,1,0) + A2 - (0,1,0,0) + A3 - (0,0,0,1) = (0,0,0,0)

alors
A =0
A =0
A =0
A3 =0

donc Ay = Ay = A3 = 0, la famille est bien libre.

C’est donc finalement une base de H et on a bien dim(H) = 3. ‘
4. Soit u € R*. On a

u=(2,9,2,1)
— t=0
w€ FNH <+ 3z,y,2t) € RY, Ty zt
r—y—2=0
T =z
u:($7y7z,t)
t=0
<:> 3(z7y7z7t) €R47
y=20
=z

— JzeRu=(20,0,2)

u € Vect ((1,0,0,1))

donc ’ F N H est la droite vectorielle Vect ((1,0,0,1)). ‘

5. Notons u; = (1,0, 1,0), us = (0,1,0,0) et us = (0,0,0, 1) les vecteurs de la base By trouvée a la question 3. Montrons
que (u1,uz,us,u) est une famille libre.

Soient A1, Az, A3, Ay des réels tels que

)\1'U1+/\2'U2+/\3~U3+/\4~u:(0,0,0,0)

alors
(M- (1,0,1,0) + A2 - (0,1,0,0) + A3 - (0,0,0,1) + Aq - (1,0,—1,0) = (0,0,0,0)

c’est & dire :

(A1 + Mg, A2, A1 — g, A3) = (0,0,0,0)

d’ou
M+ = 0
A = 0
A=A = 0
)\3 = 0



ce qui donne immédiatement A\; = Ao = A3 = Ay = 0 (en faisant L; + L3 et Ly — L3 par exemple),

donc ’ la famille (uq,ug, us, u) est bien libre. ‘

6. D’apres la question précédente, ByU{u} est une famille libre de R* contenant 4 vecteurs. Or d’apres le cours dim(R*) = 4

‘ donc cette famille est une base de R%. ‘

Exercice 3

1. Comme n(n+1)(n+2)(n+3) est un polynéme en n de terme dominant n*, on a n(n+1)(n+2)(n+3) ~ n* donc :
n—-+0o0o

1 1
n(n+ 1)(n+ 2)(n + 3) nstoc n*

1
et ces deux suites sont positives. Or la série de terme général —- est une série de Riemann qui converge car 4 > 1, donc
n

1

d’apres le théoreme de comparaison pour les séries positives, la série est de méme nature,
P P P P D ey P § Y R oo

c’est a dire convergente.

2. Pour tout entier naturel n non nul, on a :

Unyr  n(n+1)(n+2)(n+3) n

Un, (n+1)(n+2)(n+3)(n+4) n+4

3. On remarque que pour tout n > 1, v, = (n + 4)up+1 = nu, grice a I'égalité de la question 2. Pour tout entier n > 1,
on a donc :

Up—1 — Up = (n+ 3u, — (N + 4)upt

= (n+ 3)u, — nu,

4. On en déduit, pour tout entier naturel N non nul, que :

N
SN = Zun
n=1
1
=32 3m
n=1
1 X
= g Z('Unfl - vn)
n=1
1 , .
= g(vo —uN) par somme télescopique
N 1 —
5. Comme vy = (N +4)Un41 = NUNN NI N on a Nlim vy = 0 donc Nlir_r: % = U—O. On en déduit
— 400 —40o0 —+0oo

0
que Sy converge vers 3

4 1

“1x2x3x4 6 on en déduit finalement :

Comme vy = (0 + 4)uy

00 1
N—lg-loo SN n:lu 18




Exercice 4

1. Si on tire la boule 0 au premier tirage (Epq réalisé), on ne peut tirer que la boule 0 ensuite.
Si on tire la boule 1 au premier tirage (E; o réalisé), il y a ensuite une chance sur 2 de tirer la boule 0 ou la boule 1.

Si on tire la boule 2 au premier tirage (Es ¢ réalisé), il y a une chance sur 3 de tirer chacune des trois boules au deuxieme
tirage.

1/ 1//2'

1/3

Eop2
1/ 1/3

1/3

E21—>E12

1/
Es»
on en déduit que
1 1 1 1 1 1
P(E IX oo xodoxme—
(Bop) =1xg+gxgtaxg=13
1 1 1 1 5
P(Ero) == x =4+ - x = =
(Bro)=gxgt+3x3=15
et
1 1 1
P(Byo) = = x = — —
(Ba2)=3x3=73

. Pour tout entier naturel non nul n, au n-éme tirage on tire nécessairement l'une des trois boules dans 1'urne, donc
EonUEL,UE;, =Q.

De plus, on ne peut pas tirer simultanément deux boules diférentes donc ces trois événements sont deux & deux
incompatibles. (Eo 5, E1.n, F2 ) forme donc un systéme complet d’événements.

En appliquant la formule des probabilités totales pour calculer P(Ey n+1), P(E1n+1) ¢t P(E2 ,+1) on obtient :

1
P(Eont1) = P(Eon) X P(Eon+1 | Eon) +P(E1n) X P(Eontt1 | Evn) +P(E2n) X P(Eontt [E2n) = P(Eon) + §P(E1,n)
—_— —_— —_——

=1 _

1 =1/3



P(El,n-‘rl) - P(EO,H,) X P(El,n-l-l | EO,n) +P(E1,n) X P(E1,7L+1 ‘ El,n) +P(E2,n) X P(El,n-i—l |E2,n)
—_———— —_—— —_———

=0 =1 =1/3

1 1
== §P(E17n) + gP(EQ,n)

P(E3n+41) = P(Eon) X P(Eany1 | Eon) +P(E1n) X P(Eapy1 | Evn) +P(Ean) X P(Eapy1 |Eap)
—_———— —_—— —_—————

=0 =0 =1/3

1
— 2 P(Esn
3 (E2,n)

On peut faire figurer ces valeurs dans I’arbre suivant :

E07n+1

Ei
(El,n)

Eont1

E2,n+1
Or pour tout n > 1 le produit AU,, donne :

1 1/2 1/3\ [P(Eo.n)
AU, =0 1/2 1/3| | P(E1,)

0 0 1/3) \P(Fan)
P(Eon) + 3P(E1 ) + 3P(Ean)
- $P(E1y,) + $P(Eay)
1P(Esy)

d’apres les calculs précédents

Enfin, pour le rang n =0 on a




1 1/2 1/3\ /0
AUy = [0 172 1/3] |0
o o0 1/3) \1

1/3
=13
1/3

P(Ey1)
= | P(E11)
P(E31)

puisqu’on a autant de chance de tirer chacune des trois boules au tout premier tirage.
3. Notons, pour tout entier naturel n, P(n) la propriété « U, = A"Uy ».

« Initialisation : A° = I3 donc A°Uy = Uy, donc P(0) est vraie.
o Hérédité : Supposons que P(n) soit vraie pour un certain entier n € N. Alors on a U, = A"Uy, et comme
Un+1 = AU,, d’apres la question précédente, on peut écrire :

Un—i—l = AUn
= AA"U,
= AU,

donc P(n + 1) est vraie.

¢ Conclusion : Par principe de récurrence on en conclut que | pour tout n € N on a U,, = A"Uj.

4. Soit (z,y,2) € R3 et (2/,y/,2') € R3. On a :

T ’ r—y+z = o
Plyl=1|vV| = y— 2z y
z 2 z = 2
z = 2'+y—z
=<y = y+27
z = 2
x = o4+ W +22)-7
=y = y+27
z = 2
T — x/+y/+zl
=y = y+27
z = 2
x 1 1 1 z/
= |ly]=10 1 2 y
z 0 0 1 z
1 1 1
donc | P est inversibleet P71 = [0 1 2
0 0 1

5. On calcule D = P~ 'AD :



1 1 1
11 1 2 3\ /1 -1 1
D=0 1 2o 5 30 1 -2
00100%001
1111—1%%2
=(lo 1 2|0 3z -3
0 0 1 o o 1
1 0 0
1
:Oi(l)
00 2

donc | D est bien une matrice diagonale. ‘

6. Notons d’abord que comme D = P"'AP on a A= PDP~!.

Pour tout entier naturel n, on note P(n) la propriété « A" = PD"P~! » et on raisonne par récurrence sur n.

o Initialisation : A° = I3 et PD°P~! = PI3P~' = PP~! = I3, donc A° = PD°P~!. Donc P(0) est vraie.
o Hérédité : Supposons que P(n) soit vraie pour un certain entier naturel n, alors

Antl — gqn
=PDP'PD P! d’apres la relation A = PDP~! et par hypothése de récurrence

= PDIsD"P~!

=pprtipt

donc P(n + 1) est vraie.

« Conclusion : Par principe de récurrence on en conclut que pour tout n € N on a| A" = PD"P~!|.
e Comme D est diagonale on peut exprimer simplement D™ en fonction de n :

1 0 0
vneN, D"=[0 (3)" o0
0 0 (3"
donc pour tout entier naturel n :
1 -1 1 o0 1 1 1
A"=10 1 =2|]0 5 0[]0 1 2
0 0 1 0 0 3% 0 0 1
1 -1 1 1 1 1
1 1
0 1 -2 0 on on—1
0 0 1 0 0 %
1 1 1
Ll=gn logrtam
1 1 2
9 on on—1 3n
1
0 0 o

7. Comme U, = A"Uj et que Uy =

0

0 | on a d’apres les calculs précédents :

1



1 1
e

VneN, U,=| zr—2
1
3n
donc :
1 1 1 2 1
N N, PEy,)=1-—++4+— ; PE 1) =———— ; P(Ey,)=—
nely, ( 0, ) on—1 + 3n ( 1, ) on—1 3n ( 2, ) 3n
et comme2>1et3>1ona lim 2" = lim 2" ! =4ooet lim 3" = 400, donc par opérations sur les limites
n—-+4o0o n—-4o0o n—-4o0o
on a bien :
71,11}1—&{100 P(Eo’n) =15 7711)5(-100 P(El’n) =0 nBI—?&(-loo P(E2’n) =0

Exercice 5

Partie I

100 01 1 1 0 0\ /0 1
LF={a-[0 1 0]+b-{1 0 1|, (abeR2y=Vet| [0 1 0],[1 1
00 1 110 00 1) \1 0

0
1
0

1
0
1
On en déduit que ‘F est un sous-espace vectoriel de M3(R) ‘, et que la famille (

1 0 01 1
0 01,11 0 1 est une
0 1 1 10

famille génératrice de F'. Cette famille est libre car ces deux matrices sont non colinéaires, donc c’est une base de F.

On en conclut que dim(F) = 2 ‘

2. La matrice identité est dans G car I3 = I3. En revanche, (213)% = 413 # 2I3, donc 215 ¢ G.

G n’est pas stable par produit réel donc ‘ G n’est pas un sous-espace vectoriel de M3(R) ‘

1 0 O 0 1 1 1 6 -3 -3
3. (a) A= % 01 0| - % 1 0 1| donc A € F. De plus, on vérifie par le calcul que A% = 3 -3 6 -3]|=
0 0 1 1 1 0 -3 -3 6
1 2 -1 -1
-[-1 2 —-1]=AdoncAcd.
3\1 o1 2

On a donc bien .

(b) Supposons que A est inversible, et notons A~! son inverse. Comme A? = A on a A71A? = A71A = I3 donc
A = I3. Or A # I3, contradiction, donc | A n’est pas inversible ‘

a? +2b% 2ab+b* 2ab+ b3

2 2 _ 2 2 _
4. (a) OnaM? = [2ab+b> a®+2b*> 2ab+ b doncMQ_M<:>{a +2b2 - ¢ <:>{ e’ +26° = a
2ab+b2 2ab+b2 a2 + 2b2 2ab+ b = b b(b+ 2a — 1) = 0
c’est a dire :
a?+20> = a
M€G<:>{b(b+2a—l) - 0

(b) D’apres le systeme précédent, si M € Gonabb+2a—1)=0doncb=00oub+2a—1=0.

e Sib =0, ’équation a? + 2b> = a devient a? = a qui admet pour seules solutions a = 1 et a = 0, donc M = 03
ou M = I.

o Sib#0,alorsb+2a—1=0doncb=1-2a. En substituant dans a +2b? = a on obtient a* +2(1 —2a)? = a.



a®>+2(1-2a) =a<=a’+2+8*—-8a=a

<902 -9a+2=0
<~ L O 2
a=5 ou a=g

3 3

donc les seules solutions sont (a,b) = (%, é) et (a,b) = (%, f%) ce qui donne :

1 1 1 1 2 -1 -1
M=§ 11 1)|=I3—A4 ou M=-[|-1 2 —-1]=A4
1 11 -1 -1 2

On a donc bien M € FNG <= M € {I3,03, A, I3 — A} donc

[FNG={I505A,1; - A}

2 -1 -1 1 1 1
1
5. A= -1 2 -—1|e B= 1 1 1] donc A et B sont non colinéaires (si elles I’étaient il existerait A € R
-1 -1 2 1 1 1
2 _ 1
tel que A = AB ou B = AA ce qui conduirait dans un cas a 1y et dans 'autre cas a { 131 \ et aucun
—3 =3 37 73

de ces systémes n’a de solution).

(A, B) est une famille libre & deux éléments de F, et on sait d’apres la question 1) que dim(F) = 2,

donc ’ (A, B) est une base de F ‘
6. (a) On vérifie :

2 -1 —1 11

_ 2
b o g} per?(y g
1

(a—b)A+ (a+2b)B = ;
-1 -1 2 1

— =

1 20 —2b+a+2b —a+b+a+2b —a+b+a+2b
=3 —a+b+a+2b 2a—2b+a+2b —a+b+a+2b
—a+b+a+20 —a+b+a+2b 2a—2b+a+2b

1 3a 3b 3b
:§ 3b 3a 3b
3b 3b 3a
a b b
=1|b a b
b b a
=M

(b) On a sans trop de calculs‘AB =A(l3—A)=A—-A2=A—A=03car AcQ.

De méme, | BA= (s — A)A=A— A> = A— A =0

(¢) Pour tout n € N on note P(n) la propriété M™ = aA™ + SB™ et on raisonne par récurrence.

o Initialisation : M° = I3 et oA + 8°B = A + B = I3 par définition de B.
e Hérédité : Supposons que M™ = o™ A + 5B pour un certain entier naturel n. Alors

10



M™M= M x M"
= (aA+ pB)(a"A+ B"B) par hypothése de récurrence
=a" ™A% + af"AB + fa"BA + BT B?
=a"ttA+ pntHiB car AB=BA=0¢t A2=Aet B?=B

e Conclusion : Par principe de récurrence on en conclut que :

Vn € N, M%:MA+WB\

On peut aussi faire cette question par un calcul direct mais c’est un peu plus long : A et B commutent
donc aA et BB commutent. On peut donc appliquer la formule du binéme de Newton. Pour tout entier naturel
n>1:

Or lorsque k > 1 et n — k > 1 on peut écrire A*B"~% = A¥=1 AB B"~%~1 = (. Les seuls termes non nuls de la

=0
somme son lorsque k = 0 et lorsque n — k = 0 c’est a dire k = n, d’ou :

M" = aOBnAOBn +a"ﬁoA"B0
— anA"L + BTLB/IL
Comme A et B sont dans G, on a A> = A et B2 = B. Montrons par récurrence que pour tout entier n > 1,

A" = A et B" = B.

 Initialisation : C’est vrai pour n =1 car A= Aet B=B.

o Hérédité : Supposons que pour un certain entiern > lona A" = Aet B" = B. Alors A"t = AA" = A2 = A
et B"! = BB" = B?2 = B.

e Conclusion : Par principe de récurrence on en conclut que pour tout entier n > 1ona A" = Aet B" =B

Finalement, on a bien pour n > 1 :

M"=a"A+ "B

Il reste a vérifier le cas n = 0. On a d’une part :

A+ pB°B=A+B=1
et d’autre part
M =1,
donc on a bien M% = a4 + B°B.

Finalement on a bien :

Vn € N, M“:MA+MB\

11



(d) Si =0 alors a=>bdonc M =

Q2 2

a a
a a | quiest clairement non inversible (ses trois lignes sont égales, elle est
a a

donc de rang 1).

-2b b b
Si =0, alors a = —2b donc M = b =2b b = —3bA. Or on sait que A est non inversible donc M est
b b —2b

non inversible.

On a montré que :
(¢ =0o0u B =0) = M est non inversible
donc par contraposée :

M est inversible = (a # 0 et 8 # 0)

Réciproquement, si o # 0 et 5 # 0, montrons que la matrice (iA + %B) est I'inverse de M :

(1A+1B>M: (1A+1B> (eA + BB)
a a

B B
8 «
—A+ZAB+ —-BA+B
a B
=A+B car AB=BA=0

:Ig

donc | M est bien inversible et son inverse est <§A + %B)

Note : ce résultat semble parachuté, on l’a deviné grace a la question suivante, ce n’est pas de la triche puisqu’on
redémontre bien que c’est l'inverse de M et cela montre qu’il faut bien lire toutes les questions avant de les faire !

(e) Pour tout entier naturel n, calculons (oA + 7"B)(a™A + " B) :

(e "A+8"B)(a"A+8"B)=A+a "f"AB+ "8 "BA+ B
=A+B car AB=BA=0
— ]3

donc ‘ (a™™A + 7™ B) est bien I'inverse de M™, pour tout entier naturel n.
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